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Opgave 1. Vi betragter fjerdegradspolynomiet P : C — C, som er givet
ved forskriften

V2€C:P(z)=z2'+22+222 + 2 + 1.
Desuden betragter vi differentialligningerne
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(1) Udregn tallene P(2i) og \/P(2i).

Lgsning. Vi finder, at P(2i) = 9 — 6i, og desuden finder vi, at
(/ H7+9 _ [VIIT )

(2) Vis, at betingelsen
V2eC:P(2)=(+1)(*+2z+1)

er opfyldt.

Lgsning. Dette fremgar ved sammengangning af de to parenteser.



(3) Bestem samtlige rodder i polynomiet P.

Lgsning. Vi ser, at

P)=0e2=-1V i 4+2+1=0s

::l’:.\/ pumy
z 1 z 9

-1+v1-4

1
(:)z:j:i\/z:—ij:i—.

&

2

Bestem den fuldsteendige lgsning til differentialligningen (x).

Lgsning. Vi far straks, at

3 3
T =cjcost+ cosint + c;;,e‘ét cos (ft) + 646_%t sin <\é_t> ,

hvor ¢y, ¢, c3,c4 € R.

Bestem den fuldsteendige lgsning til differentialligningen ().

Lgsning. Fgrst gaetter vi pa en lgsning af formen 2 = ae?, og vi ser,
at sa skal @ = 2. Dernaest geetter vi pa en lgsning af formen z* =
At? + Bt + C, og her finder vi, at A=1,B = —-20g C = —2.

Vi far derfor, at

3
T = cq cost+cysin t+03e_%t cos ({t) +c4e_%t sin < 5

hvor ¢y, ¢, c3,¢c4 € R.
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For ethvert s € R betragter vi den homogene, lineare differentiallig-

ning
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Opstil Routh-Hurwitz matricen Ay4(s) for differentialligningen (x * ),
og bestem de s € R, hvor (* * %) er globalt asymptotisk stabil.

Lgsning. Routh-Hurwitz matricen er
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og vi ser, at de ledende hovedunderdeterminanter for denne matrix
er Dy =1,Dy =s—1,D3 = s—2o0g Dy = s — 2. Hvis den givne
differentialligning skal veere globalt asymptotisk stabil, skal alle disse
fire ledende hovedunderdeterminanter veere positive. Vi ser, at dette
krav er opfyldt, hvis og kun hvis s > 2.

Opgave 2. Vi betragter vektorfunktionen f : R?> — R2, som er givet ved
forskriften

(1)

(4)

V (21, 79) € R*: f(x1,20) = (2] + 2109, 71 + 23).

Bestem Jacobimatricen D f(z1, x2) for vektorfunktionen f i et vilkarligt
punkt (z1,25) € R, og vis, at Jacobimatricen D f(1,1) er reguler.

Lgsning. Vi finder, at

201+ 15 x
Df(xlvxZ):( 11 i 23312>'

Endvidere ser vi, at det D f(x1, 25) = 4z 29+203—21, sa det Df(1,1) =
5. Dette viser, at Jacobimatricen Df(1,1) er regulaer.

Angiv differentialet df (1, 1) for vektorfunktionen f ud fra punktet (1,1).

Lgsning. Vi ser straks, at

_ rnn—1)\ (31 rp—17Y)
31’1+[E2—4
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Godtger, at der findes abne omegne V og W af (1,1) og f(1,1), sa

restriktionen af f til omegnen V er en bijektiv afbildning af V' pa W.

Lgsning. Pastanden fglger umiddelbart af ssetningen om lokalt bijek-
tive afbildninger.
Lgs ligningen
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Lgsning. Idet f(1,1) = (2,2), er totalmatricen for dette ligningssy-

stem
T _ 3 1 | 2 + U1 ,
1 2 | 14y
som omformes til echelonmatricen

- _1 3 1/
01 | 5Z/1+592+5

Dette viser, at x1 = 2y; — tyo 4+ 2 0g 35 = —Lfy1 + Sy + 1.
Lad (vg) veere en punktfelge pa meengden

K:{($1,$2)€R2’0§x1§5/\—1§.T2§7}

(5) Vis, at punktfslgen (f(vi)) har en konvergent delfplge (f(vy,)), som
har et graensepunkt g € f(K).

Lgsning. Maengden K er kompakt, og da f er en kontinuert vektor-
funktion, er ogsa meengden f(K) kompakt, hvoraf pastanden folger.

Opgave 3. Vi betragter systemet
T={0,C,G(r) | r > 0},
hvor G(r) ={z € C | |z| < r} for r > 0.

(1) Vis, at systemet 7 er en topologi pa meengden C.

Lgsning. Vi bemearker, at ) og C tilhgrer systemet 7. Lad os nu
betragte en endelig familie (S;), hvor i = 1,2, ..., p, af meengder fra 7.
Hvis @ er en meengde i denne familie, er sagen klar, thi da er NS; =
@ € 7. Hvis O ikke er et element i familien, og hvis den ikke kun bestar
af meengden C, ser vi, at

S:ﬁSZ:ﬁG(TZ):G(T)ET,
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hvor r = min{ry, 79, ..., 7, }.

Lad os dernaest betragte en vilkarlig familie (S;) af meengder fra 7.
Hvis denne familie udelukkende bestar af ), eller hvis C er en maengde
i denne familie, vil foreningsmeaengden af maengder i familien klart veere
en meengde i familien. Ellers ser vi, at

S = UG(TZ») =G(r)er,

hvor r = sup{r;}.

Hermed har vi vist, at systemet 7 er en topologi pa C.

(2) Bestem systemet r af alle afsluttede meengder i den ovenfor anfgrte
topologi.

Lgsning. Systemet « af alle afsluttede meengder i den ovenfor anforte
topologi er meengden af alle komplementeermaegder til meengderne i
systemet 7. Derfor har vi, at

k=A{0,C,F(r)|r> 0},
hvor F(r) ={z € C| |z| > r}.
Vi betragter maengden

M ={z€ C|Rez>0}.

(3) Bestem systemet 7); bestaende af alle meengder, der er abne relativt
til M.

Lasning. Det er klart, at O, M € 7). De ovrige elementer i 7, er
maengderne

Gu(r)=GiryNn M={ze€C||z| <r A Rez> 0},

hvor r > 0.

Opgave 4. Vi betragter integralet
1
I(x) = / (:132 + ze’ + :t2) dt,
0

hvor x(0) = 0 og z(1) = Ze.
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Vis, at dette variationsproblem er et minimumsproblem.

Lgsning. Vi betragter funktionen F(z,%) = 2%+ xe' 4+ 2% og vi finder,
at
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som er en positiv definit matrix. Variationsproblemet er saledes et
minimumsproblem.

Herefter ser vi, at

Lgs dette variationsproblem.

Lgsning. Vi opstiller Euler-Lagranges differentialligning og finder, at

oF _d (oF
oz

Oxr dt
som er en inhomogen differentialligning af anden orden.

1
>:0<:>2x+et—25¢:0<:>5¢—x:26t,

Den tilhgrende homogene differentialligning har det karakteristiske poly-
nomium P(\) = A\? — 1, s& de karakteristiske rgdder er A = +1.

En speciel lgsning til den inhomogene differentialligning er af formen
7 = Ate', og vi ser, at &’ = Ae' + Ate' og 1" = 2Ae! + Ate?, og ved
indsaettelse for vi, at A = i. Den fuldsteendige lgsning er derfor

1
x = e’ + Be ! + —te,

4
hvor «, 8 € R.
Da z(0) =0, er f = —a, sa
1
r=2x(t)=ale —e )+ Ztet,
hvor a € R.
Da z(1) = a(e —e™') + e = 3¢, far vi, at
e e?
a= = :
e—elt -1
Den sggte lgsning er derfor
2 1
rr=a"(t) = ‘ (e" —e™") + —te'.

ez —1 4



